Musterlosung zur Ubungsklausur vom 12.06.2007

Aufgabe 1
Gegeben ist das Signal s(t) = rect(*/, + '2) + rect(', - /2) —rect(*/»)

1.1)
Das Signal ist zu skizzieren. Man betrachte die einzelnen Terme des Signals. Es sind 3 Rechtecke,
die jeweils gedehnt und verschoben sind.

Um die Dehnung und Verschiebung zu bestimmen kann man die Grenzen des Signals betrachten.
Das ist bei einem Rechtecksignal -2 und % .

l. Term Yyt =-"% daraus folgt t = -2
Yot = daraus folgtt=0

2. Term Y- =-"% daraus folgtt=0
Y-l = daraus folgt t =2

3. Term ', =- daraus folgt t = -1
"/ = daraus folgt t=1

Daraus folgen die 3 Terme:
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Oder auch: s(t) = rect(t+1,5) + rect(t-1,5)
1.2)

Es soll die Ableitung des Signals bestimmt werden. Die Sprungstellen sind dabei speziell zu
betrachten. Dazu wurde in der Vorlesung die verallgemeinerte Differentiation eingefiihrt.

Skript: d/dt g(t) = d(t) Gl. 2.30
Die Ableitung s'(t) ergibt sich wie folgt:

s'(t) = 8(t+2) - 8(t+1) + &(t-1) - 6(t-2)
Rechnerisch:

s(t) = rect(t+1,5) + rect(t-1,5)

s(t) = e(t+2) - e(t+1) + g(t-1) - &(t-2)

also s'(t) = d(t+2) - 8(t+1) + d(t-1) - 6(t-2)



1.3)

Nun ist g(t) = s(t) * &(t) zu skizzieren. g(t) wirkt wie ein Integrator!
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1.4)
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Es ist h(t) eines LTI-Systems zu bestimmen! Am Ausgang soll s(t) erscheinen, wenn am Eingang

rect(t/2) angelegt wird.

d.h.: s(t) = rect(>) * h(t)

s(t) eingesetzt: rect(*/, + '2) +rect(y - '2) - rect(*/,) =rect('/y) * h(t)
Verschiebung

herausziehen: rect(*/,) * & (t+1) + rect(*/,) * 8(t-1) - rect(/2) * 6 (t) =rect('/2) * h(t)

zusammenfassen:  rect(*/,) * [ 8(t+1) + 8(t-1) - 8(t) ] = rect(*/,) * h(t)

VERGLEICHEN:  rect(',) * [ 8(t+1) + &(t-1) -

1.5)

(t) | = rect(*>) * h(t)

Es soll s(t) mit rect('/,) gefaltet werden. Mit der Schreibweise aus 1.4 fiir das Signal folgt:

s(t) = rect('y ) * [ 3(t+1) + 8(t-1) - (t) ]

s(t) * rect(',) = rect(*,) * [ 8(t+1) + d(t-1) - 8(t) ] * rect('/,)
s(t) * rect(,) = rect(y) * rect(,) * [ d(t+1) + d(t-1) - 8(t) ]
s(t) * rect(',) =2 A(,) * [ o(t+1) + o(t-1) - o(t) ]

Dies sind 3 verschobene Dreiecksfunktionen
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1.6)
Ist das System kausal?

Nein, weil eine Antwort schon vor dem Signal eintreten kann: h,(t) # 0 fiir t<0
Ist das System stabil? +o0
Ja, weil hy(t) endlich und begrenzt ist: | | hy(t) | dt=2 <o
-00
Aufgabe 2

Gegeben ist ein periodisches Signal s;(t)
Al
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2.1)
Die Symmetrie-Eigenschaften von s;(t):

Gerade Funktionen (Achsensymmetrie)
Bedingung dafiir ist : s(t) = s(-t) — ist nicht erfiillt.

Ungerade Funktionen (Punktsymmetrie zum Ursprung)
Bedingung dafiir ist : s(t) = -s(-t) — ist erfiillt!

Die Funktion ist ungerade.

Vollsymmetrie
Bedingung dafiir ist : s(t) = -s(t+7T/2) — ist nicht erfiillt.

Der Gleichanteil = ¢y
Eine ungerade Funktion hat keinen Gleichanteil. Also: ¢, = 0.

Die Bedeutung fiir die Fourier-Reihen-Koeftfizienten a, und by.
Es gilt: ¢, = a, +j by

Bei ungeraden Funktionen hat ¢, nur einen Imaginarteil, somit folgt auch a, = 0;

2.2)
Die Funktion s,(t) = |S;(t)| 1st gleichgerichtet!
TR T T ¥

1

Den Gleichanteil kann man hier ablesen werden, oder iiber eine Periode integriert werden.

T
Co= Isy(t)dt =112
0



2.3)

Erneut die Betrachtung der Symmetrie! Einmal mit und einmal ohne Gleichanteil!

Man sieht nun, die Funktion ist gerade! Auch ohne Gleichanteil, bleibt sie gerade! Analog zu Teil

2.1 sind alle b, = 0!
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Und nun ist die Funktion vollsymmetrisch. f;(t) = s,(t) — co. f3(t) = ->(t+T/2)
Daraus folgt alle geraden a,, = 0!

Bestimmung von a, und by - Aus der Formelsammlung:

2.4)
Ck =1/T
=T
=1T

mit b,=0 folgt

Ck— A& — 1/T

Die Funktion achsensymmetrisch — sowohl s(t) als auch cos(...) !

T/2
[ sa(t) edve,t dt

-T/2

T/2

[ sy(t) [ cos(kagt) - j sin(kwot) ] dt

-T/2

T/2
T2

[ sy(t)cos(kaot) dt - j 1/T | sin(koot) dt
/2 -T/2

-T

T2

[ sy(t)cos(kaot) dt

-T/2

T/2

ay =2/T [ (1-/T/2) cos(kwot) dt
0
T/2 T/2
a =2/T [ cos(kot) dt- 4/T> [t cos(kamot) dt
0 0
T/2
ax =2/T 1/kw, sin(km,t)
0
g =

ay = -4/T? [ 1/(kwy)? cos(km) +0 - 1/(kmg)*1-0]
ay =  -4/T’kK°0¢* [ cos(km) - 1]
ay =1/k*m* (1-(-1)*)

2.5)

mit ¢,=a, +j b, folgt ¢, =a,=1/K*a* (1-(-1)¥)

=ay + jby

Wy = 2n/T

T2

| - 4/T? [ 1/(kwo)? cos(kmot) + 1/kwot sin(kmot) ]

0

0-4/T* [ 1/(kw)? cos(km) + 1/kw, T/2 sin(km) - 1/(kmy)? cos(0) - 1/kw, 0 sin(0) ]



Aufgabe 3

3.1)
Die Aufgabe ist es aus s(t) = 1/T, rect( t/T, ) das Fourier-Spektrum S(jo) zu bestimmen:
o0
SGjw) = | s(t)eidt
-00
o0
SGw) = | /T, rect( t/T,) ed dt
-00
T.\/2
SGo) = | UT e dt
T2
Ti/2
SGo) = [1/joT,e™]
-T2
S(jw) = 1/-joT; [ e¥oT2 - eHeT /2 ]
Sjo) = 2/eT[-eT? +e+HoT)2 /2j
SGow) = 2/oT,; sin(0T,/2) =si(wT,/2)
3.2)

Nun sind wieder die Fourier-Reihen-Koeffizienten zu bestimmen von: §_(t) = > 8(t-nT»)

Das Signal ist eine unendliche Folge von Dirac-Impulsen im Abstand T,!
Damit haben wir ein periodisches Signal mit der Periodenlénge T, !
Das Integral:

T,/2 -T2
do= UT, [ 8 (edt = UT, | ¥ §(t-nTy) et dt
-T,/2 -T2

In den Integrationsgrenzen -T,/2 bis +T,/2 bleibt nur ein Dirac-Impuls 3(t) stehen!
T,/2

also: de = UT, | 8(t) edket dt
-T,/2

Die Siebeigenschaft des Dirac-Impuls nutzen!  G12.31

Es ist noch der Funktionswert zu betrachten, an der Stelle, an der der Dirac Null wird!

T./2 T./2
damitist: di= UT, | 8(t-0)efe0dt = 1/T, [ §(t)1dt
-T,/2 “T,/2

= 1/T, - die Flache des Dirac genau 1 ist!



3.3)
Es ist Sp(jo) zu bestimmen, wobei gilt: Sp(t)=s(t)*5_(t)

also Sp(jo) =s(jo)d (o)

= si(oT,/2) 2a/T, Y d( w-2kn/T,)

= 21/T, . si(@T/2) 8( w-2kn/T,)
Es miissen nur die Funktionswerte betrachtet werden, an denen ein Dirac-Impuls existiert.
Also bei 0-2kn/T,=0 mit ©,=2n/T,

= 27/T, ) si(kmyT1/2) 6( ®-koy)

Zur Bestimmung der ¢, die Formelsammlung heranziehen!
Dort steht: S(jo) =27 ) ¢, 0( ®-kwy)
Durch Vergleich folgt:  ¢,= 1/T,si(kwT,/2) = 1/T, si(T,/T, ntk)

3.4)
Der Gleichanteil istc,! —co=T,

3.5)
Esistnun T, =T,/2

Wy = 27'C/T2
0, =31/T,

Daraus folgt, dass nur k=0, k=-1 und k=1 {ibrig bleiben.

Ck = 1/T2 Si(T]/Tz Tfk)

Cq = 1/T2 Si(- 75/2)

cq = UUT, si(+7n/2)

Co = 1/T2 Sl(O)

Gp(jo) = 27 ) ¢, 0( m-kay) k={-1;0;1}

= UT,2n [8( )+ si(7/2) 8( w-wo )+ si(m/2) 3( o+wo) ]
= UT,2n [8( @)+ si(/2) (8 0-00)+ 8( @twp)) ]
= UT, [2n8( ©) + 27 si(/2) (3( -0p)+ 8( wtmy) ) ]
mit si(m/2) = 2/n
go(t) = U/T, [e™+2si(1/2) cos(at) ]
g(t) = 1T, +2 1T, 2/n cos(wot) = 1/T, +4/Tym cos(wot)

= 1/T, +2 1/T, 2/m cos(wet) =1/T, +4/T,nt cos2a/T,t)



Aufgabe 4

4.1)
Bestimmung der Dehnung und der Verschiebung durch ermitteln der Grenzen:
(1-2t)/3=0 daraus folgt t ="
(1-2t)3=1 daraus folgt t = -1
1.0 st
5
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4.2)
Es soll bestimmt werden, ob ein System, welches auf s(t) mit g(t) = s(1-2t) reagiert linear und
zeitinvariant ist!

Nach Definition im Skript ist ein System linear wenn gilt:
Tr{ Y aisi(t) } => a; Tr{si(t) } => a g(t) GlL2.7

Eingesetzt:  Tr{ ) a;si(t) } =2 ais(1-2t) =) a; g(t) LINEAR!

Nach Definition ist ein System zeitinvariant wenn gilt:

Tr{ s(t-to) } = g(t-ty) Gl.2.8

Eingesetzt:  Tr{ s(t-ty) } =s(1-2t -ty)

Aber: g(t-ty) = s(1-2(t-ty)) = s(1-2t-2tp) NICHT ZEITINVARIANT!
4.3)

Jetzt haben wir ein Blockschaltbild gegeben.
Es ist die Impulsantwort h(t) des Gesamtsystems zu ermitteln!

sit) o—— E(t) —T—$1m 6(t-T) o >_<>g1 "

Die Impulsantwort des Systems ergibt sich zu:

gi(t) = si(t) —sx(b)




mit: si(t) ist s(t) gefaltet mit &(t) — s1(t) = s(t)*e (t)
und: sy(t) st s(t) gefaltet mit 6(t-T) — s,(t) = s;(t)*o(t-T)

ergibt sich:

gi) = si(t) - s1(t) * 8(t-T)
= s(t) * &(t) - s(t) * g(t) * o(t-T)
= s(t) * [ &(t) - &(t-T) ]
= s(t) * rect(t-T/2)
= s(t) * h(t) — h(t) ablesen: h(t) = &(t) - &(t-T)
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Die Sprungantwort h.(t) ist die Integration von h(t)!
11 hett

T

T e T

0 fiir t<0
Das Ergebnis: hy(t) = |: t fiir 0<t<T

T fiir T
oder h(t) = t &(t) - (t-T) &(t-T)
4.4)

Zum Bestimmen des Faltungsintegral muss eine Fallunterscheidung gemacht werden! Das Integral
geht dabei immer iiber die Funktion t — zu beachten sind sie verschiedenen Abschnitte und
Integrationsgrenzen!

o0
gi(t) = [s(t)h( t-t)de
-00
Fiir T>=1 zum Zeitpunkt
gi(t) = 0fur t<0
t
g(t) = | tde 0<t<1
0
t
gty = % 7 | =14 2
0



git) = [ tde T<t<1+T
t-T
1
gty = % 7 | =Vs- Yo A T2+ 1T
t-T
gi(t) =0 14T <t
Fiir T<1 zum Zeitpunkt
gi(t) = 0fir t<0
t
g(t) = | tde 0<t<T
0
t
gty = % 7 | =1t
0
t
git) = | tdt T<t<l1
t-T
t
gty = % 7 | =1 T2+ 1T
t-T
1
g) = [ tdt 1<t<14T
t-T
1
gty = % 7 | =Vs- Yot T2 +1T
t-T
gt) =0 1+T <t

Skizze ( fiir T=1)

1151L 9, (t)

05 10 15



4.5)
Die Flache ( fiir T=1)

2
A = [g@dt
0
1 2
= [nedt + ] Yo 2 L T2HT dt
0 1
1 2
= 1/6¢ | + Yat- 168 -%T +%ET |
0 1
=1/6 F52-1/68-Y% 2+% 4 s +1/6+% Y
=1/6 +1-4/3-1+2 - +1/6
=-1+2-% =14
Aufgabe 5

Gegeben sind die Polstellen Sy und Nullstellen Sy sowie ein linearer Verstiarkungsfaktor F,. Die
Polstellen sind als Kreuze und die Nullstellen als Kreise in der Skizze angegeben.

5.1)
Es soll F(s) bestimmt werden!

Nach Gleichung 5.17 aus dem Skript kdnnen wir die Funktion F(s), deren Null- und Polstellen
angegeben wie folgt schreiben:

F(s) = Fo I (s-sn) / T1(s-sp)

Eine Nullstelle ist bei sy=0
Polstellen sind bei sp; = -2, sp = -1+j und sp; = -1-j

2(s-0)

Eingesetzt ergibt sich: F(s)
(s-(-2)) (s-(-147)) (s-(-1-)))

2s
Zusammengefasst: F(s) =
(s+2) (st1-)) (st11))
2s
oder auch: F(s) =
(s+2) ((s+1)* +1)
5.2)

Gesucht ist eine Partialbruchzerlegung:
Allgemeine Form: F(s) = Ao+ D.(Ap/(s-sp)) (Skript: G1.5.35)

In unserem Falle: F(s) = Ay + Ai/(s12) + Ao/(s+1-) + As/(s+14))



Grenzwertbetrachtung zur Bestimmung der Unbekannten:

Ao= lim F(s)

S— O

A= lim F(s)*(s-sp) u.S.W.

S— Spg

daraus folgt:
2s
Ay= lim =0
s— o0 (s12) (st14) (st14))

A;= lim F(s)*(s+2)

s— -2
2s 2 (-2) -4
A;= lim = = = -2
s— -2 (stl4)) (st14)) (-143)(-1-)) 1+1
A,= lim F(s)*(s+1-))
s— -14j
2s 2 (-149) 2 (-149)
A,= lim = = =1
s—-14)  (st2) (st1t)) (1+)(2)) 2 (1)
A;= lim F(s)*(s+1+j)
s— -1+
2s 2(-1-)) 2(-1-))
A;= lim = = =1
s— -1 (s12) (st1-)) (1-1)(-2j) 2(-1-))
ALSO
F(s) = -2/(st2) + 1/(st1-j) + 1/(st1+j) = -2/(s+2) + (st1+]j +s+1-j) / ((s+1)*+1)

2/(s+2) + (2542) / ((s+1YH+1) =2 [-1/(s+2) + (s+1)/((s+1)+1) |

5.3)
Riicktransformation nach f(t) mit der Formelsammlung:
Konvergenzbereich Re{s}>-1 also auch Re{s}>0

Ablesen: f(t) =2 [ e g(t) + et cos(t) g(t) ] =2 &(t) (e* cos(t) - e?)

5.4)
Es wird nun betrachtet: h(t) = sin(z t) rect((t-1)/2)

Es ist die Ubertragungsfunktion H(s) zu berechnen. Die finden wir nun nicht direkt in der
Formelsammlung, aber eine dhnliche Funktion mit g(t). Also zerlegen wir die Funktion in:



h(t)= sin(m t) &(t) - sin(m (t2)) e(t2) —  H(s) = w/(s™+n2) (1 —e?)

Oder mit integrieren:

o0
H(s) = [ h(t)e*dt
-00
o0
H(s) = | sin(nt) rect((t-1)/2) e* dt Das rect-Signal erstreckt sich von 0 bis 2!
-00

H(s) = f sin(m t) e dt

2

H(s) = e /(s*+7) (-ssin(m t) -mcos(mt)) |

H(s) = e /(s*+7) (-s sin(2 1) - 7 cos(2 ) ) -Oe-OS /(s> +7%) (-s sin(0 1) - 7 cos(0 1) )
H(s) = e®/(s+m2) (0-7) - % (s +n2) (0 - 1)

H(s) = e®/(s2+m) (-m) +1/(s*+n?) (7))

H(s) = n/(s>+a?) (1-e?)

5.5)
Die Pole und Nullstellen sind zu skizzieren!

Fiir die Pole muss der Nenner Null werden! Also: s> + > =0 !
Fiir die Nullstellen muss H(s) Null werden! Also: 1 - €* =0 oder 1 = e¢*oder e*°"® = |

—o0=0undow=0,*+x+21, ..

Die gesamte imagindre Achse ist von Nullstellen gesdumt. Die Pole werden sie von den Nullstellen
aufgehoben. Die gesamte Ebene ist Konvergenzgebiet!
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