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Grundgebiete der Elektrotechnik IV

Grundlegende mathematische Formeln

Beziehungen von Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktionen; si-Funktion

e 4o . e gk eX+e* ) et —e*
COSX=—— SINX=—— cosh x = sinhx =
2 2]
; . . ax aF
sina@ £sin # =2sin 'Bcos i

2

Gt s E=P cosw—cosﬂ=—25ina+ﬂsina_ﬂ
2 2 2 2

sinacosﬂ=%[sin(a—ﬁ)+sin(a+ﬂ)]

COS« +CO0S = 2C0s

sinasin 8 :%[cos(a—ﬂ)—cos(owﬂ)] cosa cos :%[cos(a—ﬂ)+cos(a+,6’)]

x3 x° N

+ - +...
3-31 5.51 7.7!

si(x) =w und Si(x) = .X[si (£)dé =x-

Unbestimmte Integrale von Exponentialfunktionen

at _1 at at _eat 2nat g _ pat E_E 3
je dt_ge jte dt_?(at—l) jt e“dt=e PR
at
jea‘sinbtdt: ——(asinbt—bcosht)
a‘+b
at
jea‘cosbtdt: ——(acosht +bsinbt)
a‘+b
Geometrische Reihen
1_ZM+1
M furz =1 ©
D2 =1 1-z szzi fiir |z]<1
<M+l firz=1 o 1-2

Nullstellen eines quadratischen Polynoms

s’ +a,;5+a, =(5—5y,)(s—5y,) mit Syp = -2, B g



Beschreibung zeitkontinuierlicher Signale und Systeme
Betrags- und Phasen(bertragungsfunktionen

H(jo) = JRe{H(jo)} +Im{H(jo)}’ = JH(jo)-H*(j)

Im{H (jo)} 0 fiir Re{H(jw)}>0
Re{H(jo)) 1 fur Re{H(jo)}<O0.
Linearitét und Zeitinvarianz

Tr{Zaisi (t)};Zai Tr{s,(t)} = Zaigi () und Tr{s(t-t,)}=g(t-t,)

Faltungsintegrale

0 0

s(t) = [ s(r)a(t—z)dr =s(t) *5(t) g(t) = [ s(D)h(t—z)dr =s(t) *h(t)

Kommutativ- Assoziativ- und Distributivgesetz der Faltung
s(t) =h(t) = h(t) *s(t)

f(t)*s(t) xh(t) =[ f (t)*s(t)]*h(t) = f (t) *[s(t) *h(t)]
f(t)*[st)+h(t)]=[ f (&) *st)]+[ f (t)=h(t)]
Zerlegung einer reellen Zeitfunktion in gerade und ungerade Komponenten:
s(t) =s, (t) +s,(t) mit
=550+ 250 =5,(0,  5,0=F50 550 =-5,(-0).
Fourier-Reihenentwicklung eines periodischen Signals

¢(w) = arctan tk(w) -7 mit k(a)):{

17} : =
C, =?Is(t)-e“k‘”0‘dt ; s(t)= > ¢ o, :2_|_—7Z
0 k=-0

Fourier-Reihenentwicklung eines periodischen reellwertigen Signals

s(t) =c, + Zi Re{|ck E ei(kwotw)}: Co+ 2i|ck |-cos(kapt + ¢, )
k=1 k=1

=, + Zg[Re{ck jcos(kagt)—Im{c, }sin (ko) |

mit

¢, =|c,|e™ mit [c,| =\/(Re{ck})2 +(Im{ck})2
Im{c, : _
Re{Ck}iK(k)w , K(k)—{

Fourier-Transformation fir aperiodische und periodische Signale

0,Re{c,}=0
0

und ¢, =arctan 1Re{c, ) <

S(jo) = T s(t)-e “dt s(t) = % T S(jo)e”dw

—00

s)= 3 c,e" SS(jo) =27 Y 6,8 (w—kay)
k=— k=—o0
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Tabellen zur Fourier-Transformation und Fourier-
Reihenentwicklung

Tabelle 1. Elementare Fourier-Transformationspaare

igna ourier-Transformierte ourier-Reihe (wenn perio-
Signal F T f t F Reih
disch)
> cel 27 ) ¢ 0 (w—kay) C,
k=—00 k=—00
gl 276 (0 — ) ¢,=1; ¢ =0 furk=1
japt — jopt

coswot:% 78 (0 —w,)+ 75 (0 + ) cl=071:% ;¢ =0 fur |k|=1
sin t—ew_eij%t Z5(0-m))-25(w+am,) ¢ =—C,=— & ¢ =0 fir [k| =1

WDl = 2j j 0 j 0 1 -1 2] v Mk
s(t)=c 27¢c-6 (o) c=C ; ¢ =0 furk=0
3 5(t-nT) 2 5[50 2k ¢ ==
n=-o0 T k=—0 T T
o(t) 1 Signal ist aperiodisch
S5'(t) jo Signal ist aperiodisch
e(t) .i+7r'5(a)) Signal ist aperiodisch

w

rect (lj
T

)

Signal ist aperiodisch

sin(aw,t
&si(a) t)zﬂ- (@) rect| -2 Signal ist aperiodisch
z ¢ T ot 20,
o(t—t,) g b Signal ist aperiodisch
e“e(t) ; Re{a}>0 1_ Signal ist aperiodisch
a+ jo
t-e e(t) Re{a}>0 L Signal ist aperiodisch
e . Relal> —
¢ « (a+ ja))2 g P

Tabelle 2. Abbildungseigenschaften bei Fourier-Reihenanalyse periodischer Signale mit Grundperiode T bzw.
Grundfrequenz ay=24T, d.h. s(t+T)=s(t)

Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Linearitat a-s,(t)+b-s,(t) a-c® +b-c®,
Zeitverschiebung s(t—1,) c e erb
Frequenzverschiebung s(t)-e™M! Comt

Konjugation s*(t) c*
Zeitspiegelung s(-t) Cy

Zeitdehnung mit o> 0

s(at) (mit Periode I)
[24

¢, (mit gednderter Grundfrequenz @, ' = 2Tﬂ)

Periodische Faltung

js(r)h(t-r)dr

T

()
T.¢™, -c™,

Multiplikation

s(t)- f ()

0

(s) (f)
Z C™ - C

|=—0
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Differentiation %S(t) JkanC,
Integration (Signal [ std 1
gleichanteilfrei, co=0) Ls(t) ' kap
Reellwertiges Signal s(t) =s*(t) C, =C%
Gerades reelles Signal s(-t) = s(t) Im{c,j=0
Ungerades reelles Signal | s(-t)=-s(t) (mits(0)=0) | Re{c,}=0
1 2 - 2
Parseval-Theorem P== [Isf dt P=2lc

Tabelle 3. Abbildungseigenschaften bei Fourier-Transformation aperiodischer Signale

Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Linearitat a-s(t)+b-s,(t) a-S,(jo)+b-S,(jo)
Zeitverschiebung s(t—t,) S(jw)-e %
Frequenzverschiebung s(t)-e* S(j(w-a,))
Konjugation s*(t) S*(-jw)
Zeitinversion s(-t) S(-jw)
Zeitdehnung S[Tl) T|-S(joT)
Faltung s(t) =h(t) S(jo)-H(jw)
Multiplikation s(t)-h(t) %S( j0)*H(jo)
Differentiation %S(t) jo-S(jo)
Integration [ sr)de jiwsumm-sm)-a(w)
vollstadndige Integration Gber | ¢ q (0

Zeit bei Energiesignalen st(t) t ©

vollstdndige Integration tber 0 Fe
Frequenz bei Energiesignalen ) zzLS(Jw)dw
Reellwertiges Signal s(t) =s*(t) S(—jw)=5*(jw)
Gerades reelles Signal s(-t) =s(t) Im{S(jo)}=0
Ungerades reelles Signal s(-t) = -s(t) Re{S(jw)}=0

Parseval-Theorem

E= T |s(o)|” dt

_iw NV
E_2ﬂ£|5(1w)| do
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Systemeigenschaften, Laplace-Transformation
Dampfungsmali:

a(w) =-20lg|H (jo)| dB=-10lg(|H (jo)[") dB
Phasen- und Gruppenlaufzeit:

t (@)= (o) tg(w)z—d(p(a))
@ do
Klirrfaktor
\/Zu eff \/Z|Cn|2 Z|Cn|2 Z|C“|Z
Vi k[dB] =20-lg| *=2— |=10-Ig| 2=2—

8

0 0 2 '
i, St Sl | |2k
n=1 n=1

Laplace-Transformation

0

F(s)= [ f(e™dt (zweiseitig)  F(5) = f()e™dt (einseitig)

—o0
1 o+ joo

f(t)=gj .[ F(s)-e"ds (wWert o-aus Konvergenzbereich)

o—joo

Differentialgleichungen und Laplace-Transformierte

P diuy(t) diu(t)
2= dt’ ,Z;ﬂ Cdt

i=0

(iﬁ#}%@ﬁ{iﬂ#}%@)

Polynomzerlegung bei einfachen Polstellen:

mit
A=lmHE) ;A= lim[H(s)(s-s,)].

Polynomzerlegung bei k-fachen Polstellen:

H(s)=H, (S_SN’l)(s_SN’Z)M(S_SN’Q) —Al +..‘+ZK:—A"’ .+...+—A(P"k+1)

(5—5p1)-(5—5p; )k ~~(s—spv(P_k+l)) $—Sp, T (s—5p;)’ $=Sp (poks)

mit Ao und A, fir die einfachen Pole wie oben, und

1 . d(k‘j) k
-t ot
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Tabellen zur Laplace-Transformation

Tabelle 4. Elementare Laplace-Transformationspaare

Signal Laplace-Transformierte Konvergenzbereich
o(t) 1 alle s
o(t-t,) g % alles
&(t) 1 Re{s}>0
S
1
—&(-t) = Re{s}<0
S
tn—l l
1 Le(t) = (1) *...*&(t) = Re{s}>0
(n_ ) n Funktionen S
tn—l l
(- il Re{s{<0
CEATRA 5 tsi<
e “g(t) 1 Re{s}>-a (a reell)
S+a
e te(—t) Lt Re{s}<—a (a reell)
S+a
LA L R I
e e - efs!>— ree
(n-1)! (s+a) {s}>—a (a reell)
LU L R I
— e — n €4S — ree
(n-1)! ¢ (s+a) {s}<-a (areel)
S
cosw,t - £(t) . Re{s}>0
sin gt - £(t) o Refs}>0
0 SZ+a)OZ
S
—cosayt-&(-t) . Re{s}<0
—sinagt- &(~t) o Re{s}<0
s°+w,
S+a

e " cosm,t-&(t)

Re{s}>-a (a reell)

e “sinat-&(t)

Re{s}>-a (a reell)

—e " cosa,t-&(-t)

Re{s}<-a (a reell)

—e “sinayt-e(-t)

Re{s}<—-a (a reell)
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Tabelle 5. Abbildungsei

enschaften der ein- und zweiseitigen Laplace-Transformation

Eigenschaft

Zeitbereich

Zweiseitige Transform.

Einseitige Transform.

Linearitat a-f,(t)+b- f,(t) a-F(s)+b-F,(s) a-F(s)+b-F,(s)
F(s)-e™
Zeitverschiebung ft-1t) F(s)-e™ wenn f(t)=0
flr t<ty, t,>0
Verschiebung ins | f(t)-e* F(s-s,) F(s—s,)
Konjugation f(t) F=*(s%) F*(s%)
Zeitinversion f(-t) F(-s) nicht anwendbar
Zeitdehnung f (%) IT|-F(sT) [T|-F(sT)
Faltung f(t)*h(t) F(s)-H(s) F(s)-H(s)
dr s"-F (S)
Differentiation —f(t) s"-F(s) wenn f(t)=0
dt fiir t< 0
t Lrs)
Integration [RIGLE 1F(s) S
e S wenn f(t)=0
firt<0

Beschreibung zeitdiskreter Signale und Systeme

Ideale Abtastung und Rekonstruktion eines bandbegrenzten Signals:

s, =st) Y §(t-nT)=

0

> s(nT)5(t—nT)

N=—o0

N oy
Sa(Ja))Z?ZS[j(a)—na)T)] mit a)T:?”

o0

s)=3 s(nT)si(;zt_TnTj

N=—o0

Diskrete Faltung

0

g(nT)=T > s(mT)h[(n-m)T]

m=—o0

0

g(n)= 2 s(m)h(n—m) =s(n)=h(n)

m=—c0

s(n)=s(n)*s(n)= > s(m)s(n—m)

Linearitat und Verschiebungsinvarianz

Tr {Z as, (n)} = Zai Tr {s,(n)} = Zai g,(n)

o0

m=—o0
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Differenzengleichungen und Digitale Filter

P Q
g(n)—prg(n -p)= aOS(n)+Zaqs(n -q)

Q P
g(n)=Zaq -S(n—q)+2bp-g(n— p)

FIR-Teil IIR-Teil

Fourier-Transformation (Summe) einer endlichen oder unendlichen Zahlenfolge

S(jQ)= Y s(ne " mit Q=T =27~
n=-ow (o

1 % . ;
s(n)=— | S(jQ)e™dQ
(n) Zﬂjﬁ (i)

Diskrete Fourier-Transformation (DFT) eines periodischen zeitdiskreten Signals
(Diskrete Frequenzwerte entsprechen (=2 7k/M)

27[
S(k)—Zs(n)e S R VI
n=0

M 7!
sp(n)_ﬁZs ©e'™™ ;. n=o,...M-1
k=0
z-Transformation
7=e"" =g%I% = pei® ;1 O0<p<oo fir —o<o <o

S(2)= i s(N)z™ (zweiseitig) S(z):is(n)z” (einseitig)

N=—o0

1 e
s(n) = 5195 S(2)2""dz (Integration auf Kreis mit Radius p im Konvergenzbereich)
27p

z-Transformierte der Differenzengleichung eines Digitalfilters

iaq -s(n —q)<i>S(z) -A(z) mit A(z) = iaq 771

ZP:bq .g(n-p)<>G(2)-B(z) mit B(2) :ZP:bp 7

Q
s A &
S(z) 1-B(z2) 1_ib_z_p

H(z) =
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Tabellen zu Transformationen zeitdiskreter Signale

Tabelle 6. Elementare Fourier-Transformationspaare bei zeitdiskreten Signalen

Signal Fourier-Transformierte DFT (wenn periodisch)
ne+N-1 ) o
D S(k)ekan 27y S(k)S (Q-kQ,) S(k)
k=ng k=—o0
N fir k=m+IN
Fir o, = 2™ sy =4
_ © N Ofurk=m+IN
e 2”;: 5(Q-Q,-2xl) Sonst stimmt DFT-L&nge nicht mit Signalpe-
- riode Uiberein, so dass typischerweise alle
S(k)=0
o N ..
. . — =+
el 4 g=iaun ”2[5(9_91_2”” FUrle—2”m:S(k): 2 furk=+m+IN
COSan:T o N 0 fir k = +m+IN
+6(Q+Q,—2xl)] N
Sonst: s.0.
© N
_ _ i« +— furk=+m+IN
. gion _g-ioun =2 [6(Q-0,-2al) FirQ, = 2™ sy =1 2j
stlnzT J = N 0 Fir K = 4+ IN
J —5(Q+Q,-27l)] uriEEm
Sonst: s.0.
z cN fur k=IN
s(n)=c 2zc )y o(Q-2rxl S(k) =
. ”.:Zw ( ) () {OfUrk;th
> 5(n-kN) 2—25(9—2—”"j S(k)=1
k=—o0 N k=— N
o(n) 1 Signal ist aperiodisch
(n) 1;_1.9“[- i S5(Q—27Kk) Signal ist aperiodisch
—€ K=
o(n-n,) g 1% Signal ist aperiodisch
1 . . .
b"e(n) ; |b|<1 : Signal ist aperiodisch
(n) ; |o] o g p
Tabelle 7. Elementare z-Transformationspaare
Signal z-Transformierte Konvergenzbereich
o(n) 1 alle z
1
e(n z|>1
(n) e 2
—&(-n-1) ! |z| <1
1-z"
alle z, auBer z =0 (wenn n, > 0)
o(n _no) zm
oder z = oo (wenn n, < 0)
1
b"s(n z|>b
£(n) o 2> o
1
—b"s(—n—1 z|<|b
£(-n-1) = |2 <[o
b bz b
n-b"s(n zZ|>
&(n) (1_b271)2 | | | |
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—-n-b"e(-n-1) ﬁ |2/ <b]
cosQ,n-&(n) 1_;;022?12'_31 = |z|>1
sinQ,n-&(n) 1_2:;2211:2211“2 l7|>1
b" cosen-#(n) 1—2;:5252% i;zz*2 14> 1p
b"sinQ,n-&(n) bsin@, -2 |2|>b|

1-2bcosQ, -zt +b’z?

Tabelle 8. Eigenschaften der Fourier-Transformation aperiodischer zeitdiskreter Signale, Spektren mit Q=2

periodisch
Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Linearitét a'Sl(n)+b'Sz(n) aSl(jQ)-l-sz(jQ)
Zeitverschiebung s(n—n,) S(jQ)-e i
Frequenzverschiebung s(n)-e'™" S(i(@-9))
Konjugation s*(n) S*(-jQ)=s*(i(27-Q))
Zeitinversion s(-n) S(-i)=s(i2r-9))
Faltung s(n) *h(n) S(jQ)-H(j)
L{S(jQ)-rect(gﬂ*H(jQ)
o 2z 27
Multiplikation s(n)-h(n) L -
:gis(@)H (i(0-0))de
Differenzenbildung s(n)-s(n-1) (1-e77)s(jo)
Akkumulation 3 s(k) S+ 780 Y, 5(Q-20k)
k=—o0 - k=—c0
Vollstandige Akkumulation |
iiber Zeit bei Energiesigna- | Y s(k) S(0)
len k:“"
Integration Uber eine Fre- 1"
quenzperiode bei Energie- | s(0) EJ S(j)dQ
signalen N
Reellwertiges Signal s(n) =s*(n) S(-jQ) =5*(jQ)=S(j27r-Q))
Gerades reelles Signal s(-n) =s(n) Im{S(jQ)}=0
Ungerades reelles Signal s(-n) =-s(n) Re{S(jQ)}=0
Parseval-Theorem E-= i |s()f E= % [Is(iQ)f do

-M © 2007 Ohm
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Tabelle 9. Eigenschaften der Diskreten Fourier-Transformation periodischer Signale mit Grundperiode N bzw.
Grundfrequenz Qy=27/N, d.h. s(n+N)=s(n) und ebenfalls periodischer diskreter Koeffizienten S(k+N)=S(k)
(Anmerkung: Diese Art von Signalen und DFT-Spektren wurde oben mit sp(n) bzw. Sp(k) bezeichnet)

Eigenschaft Zeitbereich Frequenzbereich
Linearitat a-s;(n)+b-s,(n) a-S;(k)+b-S,(k)
Zeitverschiebung s(n-n,) S(k)e b
Frequenzverschiebung s(n)-eM! S(k—M)
Konjugation s*(n) S*(—k) =S*(N -k)
Zeitspiegelung s(-n) S(-k)=S(N —k)
Periodische Faltung Z s(k)h(n—k) N-S,H,
Multiplikation s(n)- f (n) S s()-Fk-1)
1=k,

Differenzbildung s(n)-s(n-1) (1-e7*%)s(k)
Akkumulation (Signal > (K 1
gleichanteilfrei, 5(0)=0) | &= e oK)
Reellwertiges Signal s(n)=s*(n) S(—k) =S(N —k) =S*(k)
Gerades reelles Signal s(-n) =s(n) Im{S(k)}=0
Ungerades reelles Signal | s(-n)=-s(n) Re{S(k)}=0

ng+N-1 ) ko+N-1 )
Parseval-Theorem P =% D Isk)| P= > |SK)

k=ng

k=ky

Tabelle 10. Eigenschaften der z-Transformation

Eigenschaft

Zeitbereich

zweiseitige z-Transf.

einseitige z-Transf.

Linearitat

a-s;(n)+b-s,(n)

a-S,(z)+b-S,(z)

a-S,(z)+b-S,(z)

Anwendung erfordert
Beachtung der

Zeitverschiebung s(n—n,) S(z)-z7™ Summationsgrenzen,
s. folgende Zeilen
Sample delay s(n-1) S(z)-z° S(2)-77' +5s(-1)
Sample advance s(n+1) S(z)-z S(z)-2—-2-5(0)
Frequenzverschiebung | s(n)-e*" S(z-e) S(z-e)
Konjugation s*(n) S*(z*) S*(z%)
Zeitinversion s(-n) S(zh) nicht anwendbar
Faltung s(n)*h(n) S(2)-H(2) S(2)-H(z)
Differenzbildung s(n)-s(n-1) (1-27)s(2) (1-27)s(2)-s(-D)
. 0 1 1
Akkumulation kZ;O s(k) 5@ 50

Grundgebiete der Elektrotechnik 1V - Formelsammlung

© 2007 Ohm -M




